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the  existing  Buchberger  Algorithm  takes  more  time  and 
computer  memories  to  compute  a  Groebner  base  of  a 
polynomial  ideal  with  respect  to  a  lexicographic  order.  To 
compute a Groebner base of a polynomial  ideal with respect to 
a  lexicographic order the Groebner Walk Algorithm takes some 
steps  to  compute  some  Groebner  base with  respect  to  some 
weight  lexicographic  order,  before  the  lexicographic Groebner 
basis founded. Generally, the Groebner Walk algorithm  is more 
efficient than the Buchberger algorithm. 
 This  article  shows  the  experimental  result  of  the 
implementation  of  the  Groebner  Walk  on  Computer  Algebra 
System  Singular.  In  fact,  the  last  step  to  compute  a Groebner 
basis of  a homogenous  ideal with  respect  to  the  lexicographic 
order  takes more  time  and  computer memory.  So,  for  some 
cases the Groebner Walk algorithm is still not efficient.  
 
Algoritma  Groebner  Walk  dikembangkan  karena  Algoritma 
Buch‐berger  memerlukan  waktu  dan  memori  yang  sangat 
banyak  untuk  menghitung  basis  Groebner  dari  suatu  ideal 
terhadap order  leksikografis. Untuk menghitung basis Groebner 
terhadap  order  leksi‐kografis,  Algoritma  Groebner Walk  harus 
menghitung terlebih dahulu beberapa basis Groebner terhadap 
order  yang  lain  secara  bertahap.  Secara  umum,  Algoritma 
Groebner Walk jauh lebih efisien dari Algoritma Buchberger.  
Makalah  ini  menyajikan  hasil  eksperimen 
(pengimplemen‐tasian) dari Algoritma Groebner Walk di Sistem 
Aljabar Komputer Singular. Ternyata, proses penghitungan basis 
Groebner  pada  langkah  terakhir,  yaitu  penghitungan  basis 
Groebner  dari  ideal  homogen  terhadap  order  leksikografis 
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Algoritma  Buchberger  dikembangkan  oleh  Bruno  Bucherger  pada  tahun 
1960an. Algoritma Buchberger menghitung  suatu  basis Groebner  dari  ideal  polinom 




Pada  kasus‐kasus  tertentu,  implementasi  Algoritma  Buchbeger  pada  suatu  sistem 
aljabar  komputer  tidak  dapat  menghasilkan  basis  Groebner,  karena    keterbatasan 
memori  (Buchberger,  1985,  Faugere  dkk,  1993,  dan  Tran,  2000).  Apabila  digunakan 
order  yang  lain,  misalnya,  order  leksikografis  derajat  balikan,  maka  algoritma 
Buchberger  sangat  efisien  untuk  menghitung  basis  Groebner    (Bayer  &  Stillmann, 
1987),  tetapi  sistem  persamaan  polinomial  yang  diperoleh  masih  sulit  untuk 
diselesaikan. Oleh  karena  itu,  Faugere  dkk  (1993),  Traverso  (1996),  dan  Collart  dkk 
(1997) mengembangkan  algoritma  yang mengkonversikan basis Groebner dari  suatu 
order  ke  order  leksikografis.  Selanjutnya,  algoritma  yang  dikembangkan  oleh Collart 
dkk  disebut Algoritma Groebner Walk. Akan  tetapi Algoritma Groebner Walk masih 
tidak efisien (Amrhein dkk (1996, 1997), Amrhein dan Gloor (1998), dan Tran (2000)). 
Tulisan  ini  menyajikan  hasil  eksperimen  dari  penghitungan  beberapa  basis 
Groebner dari beberapa  ideal melalui pengimplementasian Algoritma Groebner Walk 
pada sistem aljabar komputer Singular, yaitu ketidakefisienan dari Algoritma Groebner 
Walk  pada  langkah  terakhir  sebelum  basis  Groebner  terhadap  order  leksikigrafis 
diperoleh. Dalam hal  ini akan ditunjukkan bahwa waktu dan memory yang digunakan 
pada  langkat  terakhir  tersebut  sangat besar. Selain  itu  juga akan ditunjukkan bahwa 
polimon‐polinom  tersebut  terdiri  dari  banyak  monom.  Berdasarkan  kenyataan 
tersebut  diharapkan  dapat  dikembangkan  algoritma  atau  langkah  tambahan  untuk 
meningkat efisiensi dari Algoritma Groebner Walk.  
Pengkajian lanjut tentang Algoritma Groebner Walk dapat dilihat di Collart dkk 
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Algoritma Groebner Walk 
Dalam  tulisan  ini    K  menyatakan  suatu  lapangan  (field),  N menyatakan  himpunan 
semua  bilangan  bulat  tidak  negatif,  ],,,[][ 21 nxxxKxK L=   adalah  ring  polinom 
dengan  n   variabel    nxxx ,,, 21 L   atas  lapangan  K ,  dan 
},,2,1,|:{)( 21 21 niNxxxxxM in n LL =∈== ααααα  ada‐lah himpunan  semua monom 
di  [ ]K x .  
Misalkan  f  suatu order monom yang didefinisikan pada  ][xK  dan  ][xKI ⊆  
adalah  suatu  ideal.   Himpunan  bagian  },,,{ 21 tgggG L=   dari  I  adalah  suatu    basis 
Groebner dari I  terhadap order f , jika  
ffffff L GginginginIffinI t :)(,),(),(:)(: 21 ==∈=  
dengan  )( finf   adalah  term utama dari  f. Berarti,  mfin ff )(  untuk  setiap  term m 
dari  f.  Basis Groebner G  dikatakan  tereduksi,  jika  koefisien  utama  )(glc   dari  setiap 
Gg ∈  adalah 1 dan untuk setiap   Gg ∈  tidak terdapat   }{gGf −∈   sehingga  )( finf  
membagi suatu monom dari g. 
Definisi 1. Vektor  nn Q 021 ),,,(: ≥∈= ωωωω L  disebut vektor beban rasional  dan derajat 








:)(deg ωααω   dan    derajat‐beban‐ω    )(deg fω   dari    polinom 
][0 xKf ∈≠  adalah derajat‐beban‐ω terbesar dari monom‐monom dari f.  
Selanjutnya,  didefinisikan  .1)0(deg −=ω   Polinom  f    dikatakan 
−ω homogen,  bila  derajat‐beban‐ω   dari  semua  monom  dari  f   adalah 
sama.  
Melalui  pengaturan  ulang  susunan  monom,  maka  setiap  polinomial  f dapat 
dinyatakan  sebagai  kombinasi  linear  dari  polinom‐polinom  −ω homogen  ih ,  yaitu: 
rhhhf +++= L21     dengan  ).(deg)(deg)(deg 21 thhh ωωω >>> L   Polinom  1h  
disebut komponen utama  )( finω  dari f  terhadap  .ω  Jadi, f  adalah  −ω homogen jika 
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terhadap  ω  didefinisikan dengan  }.|)({: GgginG ∈= ωω   Suatu  ideal  I dikatakan  ω ‐
homogen, jika ideal I memuat semua komponen  homogen−ω dari setiap  .If ∈  Lema 
6.  Untuk  setiap  order monom  f   di  ][xK   terdapat  vektor  beban  nZ∈ω   sehingga 
ωII =f    (Sturmfels,  1996). 
Definisi 2.  Order‐monom f  di  ][xK  dikatakan memperhalus vektor bebanω , apabila 
)(, xMts ∈∀  berlaku: 
,ts f  jika  ).(deg)(deg ts ωω >  
Order‐beban  ωf  didefinisikan dengan  
ts ωf , jika  )(deg)(deg ts ωω >  atau  )(deg)(deg ts ωω =  dan  ,ts f  
untuk  setiap monom   )(, xMts ∈ . 
 
Berdasarkan Definisi 2 diperoleh simpulan bahwa ω  diperhalus oleh  ωf , dan jika f  
memperhalus ω , maka )())(( finfinin ff =ω  dan  ff ωII = . 
Pada bagian akhir  ini dibahas algoritma untuk menghitung basis Groebner  tereduksi 
dari  ideal  I    terhadap  order  2f ,  apabila  diberikan  basis  Groebner  tereduksi  dari  I  
terhadap order  .1f  
Lema  3.    Jika    G  adalah  basis  Groebner  tereduksi  dari  I    terhadap  order  f   yang  
memper‐halus  ω ,  maka  ωG   adalah  suatu  basis  Groebner  dari  ωI  
terhadap f .    
Lema  4.  Misalkan  order  1f   dan  2f   memperhalus  ω   dan  },,,{ 21 rgggG L=  
merupakan  basis  Groebner  tereduksi  dari  I    terhadap  1f .  Jika 
},,,{ 21 smmmM L=   adalah  basis Groebner  tereduksi  dari  ωI   terhadap 
2f ,  maka  untuk  setiap  si ,,2,1 L=   terdapat    polinom  homogen−ω  








)(ω  dengan  ))((deg)(deg jiji ginhm ωωω =  
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Lema 5. Misalkan  ijhMGI ,,,,,, 21 ωff  seperti pada Lema 3.2. Jika  },,,{ 21 sfffF K=  
dengan  ∑= r jiji ghf
1




untuk  menghitung  basis  Groebner  F,  apabila  basis  Groebner  G  diberikan,  seperti 
disajikan pada diagram berikut. 
 
Pada metode  konversi  langsung  di  atas,  kedua  order  yang  diberikan,  1f   dan  2f , 
secara  bersa‐maan memperhalus  vektor  bebanω .  Apabila  kedua  order  1f   dan  2f  
tidak memperhalus ω , maka metode konversi basis langsung harus diterapkan secara 
berulang‐ulang, tetapi hingga banyaknya, untuk memperoleh basis Groebner tereduksi 
dari  I  terhadap  2f .  Selanjutnya,  algoritma  yang  didasari  oleh  cara  ini  disebut 
Algoritma Groebner Walk. 
Lema  6.  Untuk  setiap  order  monom  f   di  ][xK   terdapat  vektor  beban  nZ∈ω  
sehingga  ωII =f    (Sturmfels,  1996). 
Lema 7. Jika G adalah basis Groebner tereduksi dari ideal I  terhadap f , maka 
ωII =f   jika dan hanya jika   )()( gingin ω=f  untuk semua  .Gg ∈  
 
),(: 1fIrGBG =  ),(: 2fIGBF =  
),(: 1fωω IGBG =  ),(: 2fωIrGBM =  
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Definisi 9. Kerucut Groebner  ),( fICone  dari ideal I  terhadap f  adalah penutup 
topologi di   nR  dari { }.:0 ωω IIRn =∈ ≥ f  
Dari Lema 8 diperoleh akibat berikut. 
Akibat 10. Jika   1f  dan  2f  dua order monom dan G adalah basis Groebner tereduksi 
dari  I    terhadap  1f ,  maka  ),(),( 21 ff IConeICone =   jika  dan  hanya  jika 
)()(
21
gingin ff =  untuk semua  .Gg ∈  
Kerucut Groebner  ),( fICone  ini merupakan suatu  polihedral  konveks di  nR  dengan 
interior  yang    tidak  kosong  dan  himpunan  semua  kerucut  Groebner  dari  I  adalah 
hingga  dan  disebut  fan  Groebner  )(IGF   dari  I.  Jadi 










Contoh 11. Fan Groebner dari ideal  xzyxxzxyyxI 2232 ,, ++−=  terdiri dari 9 
kerucut Groebner berikut. 
1. { }zyyxzyxRzyxC ≥≥≥+−∈= ≥ ,,03:),,( 23301  
2. { }zyyxzyxRzyxC ≥≥≤+−∈= ≥ ,,03:),,( 23302  
3. { }zyyxzRzyxC ≥≤≤∈= ≥ ,:),,( 2323303  
4. { }zyyxzxzRzyxC ≥≤≤≤∈= ≥ ,,:),,( 2323304  
5. { }yzxRzyxC ≤≤∈= ≥ :),,( 305  
6. { }zyxRzyxC ≤≤∈= ≥ :),,( 306  
7. { }zyyxyRzyxC ≤≤≤∈= ≥ ,:),,( 23307  
8. { }zyyxyRzyxC ≤≤≤∈= ≥ ,:),,( 23308  
9. { }zyxyRzyxC ≤≤∈= ≥ ,2:),,( 309  
Dari  setiap order monom  f   di  ][xK   dapat  dibentuk  suatu matriks  rasional A  yang 
berukuran  nn ×   dengan  vektor‐vektor  baris  ni Q∈ω   sehingga  untuk  sebarang  dua 
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untuk  suatu  },,2,1{ nj L∈   dan  βωαω ⋅=⋅ ii   untuk  setiap  ji ,,2,1 L=   (Robbiano, 
1985). Selanjutnya, order monom  f   dikatakan terdefinisi oleh matriks A. Pada sistem 
aljabar  komputer  Singular  hanya  digunakan  vektor‐vektor  beban  0≥∈ Zω   (Greuel & 
Pfister, 2002). Oleh karena itu, dipilih matriks A dan B yang unsur‐unsurnya merupakan 
bilangan  bulat  yang  tidak  negatif  sehingga  1f   didefinisikan  oleh  A  dan  2f   oleh  B. 
Misalkan  ),,,( 21 nσσσσ L=  dan  ),,,( 21 nττττ L=  berturut‐turut adalah vektor baris 
pertama dari A dan B, maka order  1f   memperhalus σ   dan   2f  memperhalus  .τ  
Dari  dua vektor beban σ  dan τ  diperoleh suatu vektor beban antaraω  seperti pada 
teorema berikut. 
Teorema 12.   Jika  2f  memperhalus τ , maka terdapat vektor beban    στω ∈  dengan 
σω ≠  sehingga  ),( 2σσω fICone⊂ .  
Karena  oktan  positif  nR 0≥   ter‐“partisi”  secara  hingga  oleh  kerucut‐kerucut Groebner 
dari  ideal  I, maka  ruas  garis  στ   terletak pada  suatu  gabungan hingga dari  kerucut‐
kerucut tersebut, yaitu 
U fti iICone1 2 ),( 1= −⊂ ωστ  untuk suatu bilangan positif t. 




⊂− iIConeii ωωω f  dan   ),(),( 11 22 −− ∩∈ ii IConeIConei ωωω ff  
untuk setiap  ti ,,2,1 L= .  
Dalam hal  ini, Algoritma Groebner Walk memerlukan  t  langkah untuk menghasilkan 
basis  Groebner  tereduksi  dari  I  terhadap  2f .  Jadi,  konversi  basis  langsung  akan 
diterapkan sebanyak t kali. Pada konversi (langkah) ke‐i harus dihitung basis Groebner 
tereduksi  dari  I  terhadap  order  beban 
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o Prosedur  ),(mInitialFor ωG  menghitung  komponen utama  )(ginω  dari  setiap 
polinom  g  di  G  terhadap  vektor  beban  ω .  Himpunan  yang  dihasilkan  dari 
prosedur  InitialForm  adalah  }|)({ GgginG ∈= ωω   yang  sekaligus merupakan 
suatu basis Groebner dari ideal  ωI  dengan  GI =  (Lema 3). 
o Prosedur  ),(ReduksiGB 2ωω fG   menghitung  basis  Groebner  tereduksi  dari 
ideal  −ω homogen  ωG   terhadap  order  beban  ω2f   melalui  penerapan 
Algorima  Hilbert‐driven.  Algoritma  Hilbert‐driven merupakan  algoritma  yang 
terefisien  untuk  menghitung  basis  Groebner  dari  ideal  homogen  (Traverso, 
1997).  
o Prosedur  ),,,(LiftGB 2σω fMGG  menghasilkan basis Groebner dari  ideal  G  
tanpa melalui penghitungan langsung, tetapi menerapkan  Lema 4 dan 5. 
• Masukan: 
o dua order monom 1f  dan 2f    
o basis Gröbner tereduksi G dari I  terhadap 1f  
• Luaran:  
o Basis Gröbner  tereduksi dari I terhadap 2f  
• Inisialisasi: 
o σ : vektor beban yang diperhalus oleh 1f  
o τ : vektor beban yang  diperhalus oleh 2f  
o σω =  
• while (1) do  
o ),(mInitialFor: ωω GG =    (Aplikasi dari Lemma~\ref{3.1}) 
o ),(ReduksiGB: 2ωω fGM =  (Hitung basis Gröbner tereduksi dari ideal ωG  
terhadap ω2f  dengan Algoritma Hilbert-driven) 
o ),,,(LiftGB: 2σω fMGGF =    (Aplikasi dari Teorema~\ref{3.3}) 
o ),(Reduksi: 2ωfFG =    (Mereduksi basis Gröbner F terhadap ω2f  
o If )( τω =  then  
 return )(G   
o ωσ =  
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o Prosedur  ),(Reduksi 2ωfF  menghasilkan  basis  Groebner  tereduksi  dari  ideal 
F   terhadap order beban  ω2f  dengan mereduksi  setiap pelinom di F, yaitu 
mencari  sisa  pembagian  dari  setiap  polinom  Ff ∈   dengan  }{ fF − ,  karena 
masukan F sendiri sudah merupakan suatu basis Groebner.  
o Prosedur  ),,(nantaraVektorbeba τσG   menghasilkan  vektor  beban  antara 
ω sehingga ruas garis σω  terletak pada satu kerucut Groebner dan ω  terletak 
di penutup dua kerucut Groebner yang berdekatan (Teorema 12). 
Contoh  13.  Tentukan  basis  Groebner  dari  ideal 
],,[,, 2232 zyxRxzyxxzxyyxI ⊂++−=   terhadap  order  leksikografis    lexf  
dengan  .zyx >>  
Penyelesaian:  Pertama‐tama,  hitung  basis  Groebner  tereduksi  dari  ideal 
xzyxxzxyyxI 2232 ,, ++−=   terhadap  order  leksikografis    derajat  balikan  rlexf  
dengan  ,zyx >>   yaitu  { }34332322 ,,,, xxxxzxyxzzxxzxyG ++−−+= .  Pilih 
)1,1,1(== σω  dan  ).0,0,1(=τ  
Pada langkah pertama diperoleh: 
• { }43322 ,,,, xxzyxzzxxzxyG −+=ω  
• { }43223 ,,,, xxzxzzxyxzxyM −+=  
• { }34332223 ,,,, xxxxzxzzxxyxzxyF ++−−+=  
• { }34332223 ,,,,, xxxxzxzzxxyxzxyG ++−−+=  
• )2,2,3(=ω  
Pada langkah kedua diperoleh: 
• { }433223 ,,,, xxxzzxxyxzxyG +−+=ω  
• { }44332 ,,,, xzyzyyxxzxyM −+=  
• { }224242323 ,,,, zxxzxzyxzzyxyxzxyF ++−+−+=  
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• { }44232 ,,,, xzyxzzyxxzxyG −+=ω  
• { }3323234 ,,,, zyxzyxzzyyxzxyM −++=  
• { }333322334 ,,,, xzzyyxxzzyzyyxzxyF +−+−++=  
• { }2333323234 ,,,, zyzyyxzyxzzyyxzxyG +−−++=  
• )0,0,1(=ω  
Pada langkah keempat (terakhir) diperoleh: 
• { }23332234 ,,,, zyzyxxzzyyxzxyG +++=ω  
• { }2234 ,,,, xxzxyxzzyyxzxyM +++=  
• { }3232342333 ,,,,, yxxzxyzyxzzyyzyzyF −+−++=  
• { }3232342333 ,,,,, yxxzxyzyxzzyyzyzyG −+−++=  
Jadi,  basis Groebner  tereduksi  dari  ideal  I  terhadap  order  leksikografis  lexf   dengan 
zyx >>  adalah 
{ }3232342333 ,,,,, yxxzxyzyxzzyyzyzyG −+−++= . 
Analisa 
Pada bagian  ini disajikan hasil penghitungan basis Groebner  tereduksi dari beberapa 
ideal di  ],,,[ 21 nxxxQ L   terhadap order  leksikografis dengan menggunakan prosedur 
berdasarkan  pengmplementasian  Algoritma  Groebner  Walk  pada  sistem  aljabar 
komputer Singular.  Perhitungan itu dilakukan pada komputer dengan Pentium IV 2,40 
GHz Processor dan 1 Gegabytes RAM. Berdasarkan Tabel 1 dapat disimpulkan bahwa 
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Groebner  Walk  memerlukan  sangat  banyak  memory  dan  mengakibatkan  tidak 
menghasilkan basis Groebner yang diinginkan, karena himpunan pembangun  ωG  dari 
ideal  −ω homogen  memuat  banyak  polinom  yang  diperoleh  terdiri  dari  banyak 
monom  dan  Algoritma  Hilbert‐driven  yang  diterapkan  untuk  menghitung  basis 
Groebnernya memakan sangat banyak memory seperti yang disajikan pada Tabel 2. 
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Berdasarkan  kenyataan  pada  Tabel  1  dan  Tabel  2 maka  dapat  disimpulkan  bahwa 
Algoritma Groebner Walk masih belum efisien dan perlu dikembangkan alternatif lain, 
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c,pqccp-dpdq-dpdpq g 43742 22 ++++=  








cyclic6: Ideal  654321 ,,,,, ggggggI =  terhadap order lex dengan 
654321 xxxxxx >>>>>  dan  
,xxxxxxg 6543211 +++++=  
,xxxxxxxxxxxxg 6554433261212  +++++=  
,xxxxxxxxxxxxxxxxxxg 6545434326516213213 +++++=  
,xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxg 6543543265416521632143214 +++++=  
,xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxg 6543265431654216532164321543215 +++++=
 
;16543216 −= xxxxxxg  
cassoumod1:  Ideal I terhadap order lex dengan  dcba >>> dan  
cddb-ab-acb-ca         
,bddc             
bcdd-abcd-abcddb-ab-acb-ca        
b,cd-abd-acacb-acbacabbd             
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dessin2:  Ideal I terhadap order lex dengan  zyxwvudcba >>>>>>>>> dan 
 xwbdy-cz yxcdz-
w,vadx-cybzv,udwcxbyaz
ducvbwaxu,dvcwbxay
,z-bu,avz, ydcu,-bvawI
595126144112105,720152114136
4801021709084783758070656055
,3633302728052484440
2102108785518080201816
+++++
+++++++++
+++++++
+++++=
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
